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摘要：１８世纪的数学家已经发现，并非所有的无理数都可以通过有理数的代数运算而得到．１９世纪中叶，

关于代数无理数与超越数的工作，使人们朝着更好地了解无理数的方向又前进了一步．超越数的发现，使数学
家们明白了它的范围和种类都比无理数丰富得多．超越数与代数数理论的建立，彻底解决了困扰数学家两千多
年的三大尺规作图难题．
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　　代数的发展是和方程分不开的，狭义的代数
学就是方程论．１９世纪中叶，关于代数无理数与
超越数的工作，使数学家们朝着更好地了解无理
数的方向又前进了一步．人们开始从代数方程的
角度对实数进行划分：代数数和超越数．所谓代数
数，是指满足代数方程

ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ ＝０
（ａｉ为有理数，且ａ０≠０）的任何一个实数．一个实数
如果满足ｎ次代数方程，但不满足低于ｎ次的方程，
就叫做ｎ次代数数（对于复数，也可以类似地定义代数数
和超越数，在复数域中，不是代数数的数皆为超越数．除特别

说明之外，本文只在实数范围内讨论超越数）．代数数的概
念是有理数的自然推广，任一有理数ｐ／ｑ必定是一
次代数数，因为它满足方程ｑｘ－ｐ＝０．反之，不
可能满足任何整系数代数方程的数，则被称为超
越数．超越数都是无理数，但无理数却不一定是超

越数．例如槡２是无理数，但它却能够满足方程ｘ２

－２＝０，所以槡２是二次代数数．
欧拉是最早意识到超越数与代数数之间具有

本质差别的数学家，他在１７３７年证明了自然对数
的底ｅ及ｅ２均为无理数，并且猜测ｅ、π为超越数，

因为“它们超越了代数方法的能力”．他还指出如

果ａ，ｂ为有理数，则ｌｏｇａｂ不是有理数，就是超越
数．勒让德也曾猜测π不是有理系数多项式方程
的根．１７６１年，德国数学家兰伯特证明了如果ｘ是
不为零的有理数，那么ｅｘ 和ｔａｎｘ都不能是有理
数，他由此得出π是无理数的结论（因为ｔａｎπ／４＝
１，故而π／４和π都不能是有理数，否则将导致矛
盾）．［１］同时，他还证明了如果ａ为有理数，则ｌｎａ
为无理数．

１　超越数———以有理数逼近无理数的必然产物

１８世纪时人们就已发现，并非所有的无理数都
可以通过有理数的代数运算而得到．法国数学家刘
维尔开创了对超越数的研究，他发现无理代数数的
有理数逼近值，其精度有一定的限度．在研究以有理
数逼近无理数的过程中，狄利克雷首先（１８４２年）证
明了：如果ａ是实无理数，那么不等式

｜ａ－ｐｑ｜＜
１
ｑ２

有无穷多个整数解 ．１８９１年赫尔维茨将上述不
等式改进为

｜ａ－ｐｑ｜＜
１
槡５ｑ２

，

槡５是保证不等式有效的最佳值，如果将其换成更
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大的数，那么不等式就只存在有限对整数解
（ｐ，ｑ）．
１８４４年，刘维尔发现：如果ｐ／ｑ是一个ｎ次代

数无理数α的任一有理数近似值，则存在一个正
数Ｍ，使

｜α－ｐｑ｜＞
Ｍ
ｑｎ
，

这里ｐ与ｑ均为大于１的整数．这表明，对于ｎ次
代数无理数的任一个有理逼近ｐ／ｑ，其精度都达
不到Ｍ／ｑｎ．刘维尔定理也可以表述为：如果α是ｎ
次代数无理数，则当ｍ＞ｎ时，使不等式

｜α－ｐｑ｜＜
Ｍ
ｑｎ

成立的整数解（ｐ，ｑ）只有有限对．１９０９年挪威数
学家图埃证明条件ｍ＞ｎ，可以改进为ｍ＞ｎ／２＋
１；１９２１ 年 西 格 尔 给 出 了 一 个 更 强 的 结 论，

ｍ＞２槡ｎ；戴森与盖尔丰德各自独立地证明了ｍ

＞ ２槡ｎ；最佳的结果是１９５５年英国数学家罗斯得
到的，他证明了ｍ确切下界是２，与ｎ无关，即α为
任一非有理代数数，则对任一δ＞０，适合不等式

｜α－ｐｑ｜＜
１
ｑ２＋δ

的有理整数解ｐ／ｑ只有有限个．华罗庚在《数论导
引》一书中称赞该定理为“至善者”［２］．

罗斯定理表明，所有的代数无理数用有理数
来逼近，都不能达到很高的精度，除非用以逼近的
分数的分母很大．反之，如果无理数α对于不等式

｜α－ｐｑ｜＜
１
ｑｍ

的每一个正整数ｍ都有解ｐ／ｑ，则α是超越数．因
为不难造出这样的无理数α，使得不等式对于任
意的ｍ 都有无穷多个整数解（ｐ，ｑ），由此可推出
存在着不是代数数的无理数．

无理数和超越数是用“非”或“不是”这样的字
眼来定义的，虽然定义了超越数的概念，但仍不清
楚它们到底具有什么样的特性．在法国数学家刘
维尔之前，没有任何一个数学家知道具体的超越
数究竟为何物？１８４４年刘维尔证明了下述形式
的任何一个数都是超越数：

ａ１
１０＋

ａ２
１０２！＋

ａ３
１０３！＋

… （１）

其中ａｉ可以是从０到９的任意整数（但不能全部取
零）．如果令ａｉ的取值全部为１，则得到无限不循环小

数：α＝０．１１０００１０００００００００００００００００１０００… 形如

α的数称为“刘维尔数”．容易证明α＝∑
∞

ｎ＝１

１
１０ｎ！

是

一个超越数．令

１
１０＋

１
１０２！＋

１
１０３！＋

…＋ １
１０ｎ！

＝ ｐｑ
，ｑ＝１０ｎ！．

则

０＜α－ｐｑ ＝
１

１０（ｎ＋１！）＋
…

＜ ２
１０（ｎ＋１）！＝

２
ｑｎ＋１

，

ｎ可以为任意自然数，由刘维尔定理可知α不是代

数数．同理可证，凡是形如∑
∞

ｎ＝１
ｇ－ｎ！的刘维尔数均

为超越数（ｇ＝２，３，…，ｎ为正整数）．可见超越数
与代数无理数不同之处在于，若用有理数ｐ／ｑ作
为它们的近似值，代数无理数虽然有无穷多个有
理近似值，但只能达到１／ｑ２ 的精确值，若要达到
更高的精度如１／ｑ３ 就很困难了（只有有限多个），
超越数的有理逼近值不仅有无穷多个，而且能精
确到１／ｑｍ（ｍ可以为任意自然数）．

２　理性思辨与数学构造———超越数存在的二重证据

继刘维尔之后，许多数学家都致力于对超越
数的研究．关于ｅ和π究竟是代数数还是超越数的
问题，曾经使数学家们为之着迷．１８７３年，法国数
学家埃尔米特证明了自然对数底ｅ的超越性后，
在给朋友的信中写到：

我不敢去试着证明π的超越性．如果其他人承担这项

工作，对于他们的成功没有比我再高兴的人了，但请相信

我，我亲爱的朋友，这决不会不使他们花去一些力气．［３］

１８８２年，德国数学家林德曼证明了圆周率π
也是一个超越数，使人们对超越数的认识更为清
楚．

刘维尔构造出超越数二十多年后，康托尔凭
借敏锐的洞察力，断定任一实轴段上的实数集减
去其上的所有代数数集后所得到的“余集（亦即超
越数集）”是不可数的．为此，他首先证明了所有代
数数的集合是可数的，即代数数的个数与自然数
一样多．对每个形如：

ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ ＝０ （２）
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的整系数ｎ次方程，指定正整数ｈ＝｜ａ０｜＋｜ａ１｜＋
…＋｜ａｎ－１｜＋｜ａｎ｜＋ｎ为它的“高”．对于每个固定
值ｈ，仅有有限个形如（２）的方程的高为ｈ．这些方
程中的每一个至多有ｎ个不同的根，因此高为ｈ
的方程，只能有有限个代数数．根据每个方程“高”
的大小，把所有代数数排成一个序列：开始是那些
高为１的，然后取高为２的，等等．

康托尔根据实数集是不可数的结论，进一步
证明了复数集也是不可数的．因此必定有复数不
是代数数，超越数不仅存在，而且多到不可数！这
是关于超越数的存在性的第一个非构造证明，但
他并没有构造出一个具体的超越数就断言它们是
存在的！这样的存在性证明当然不能使人具体知
道一个超越数，更不用说对其计算了．因此引起了
诸如克罗内克、庞加莱、布劳威尔等反对者更强烈
的攻击．尽管如此，数学发展的历史最终还是承认
康托尔是正确的．

数学中的许多存在性证明都是用非构造方法
实现的．例如，高斯曾经证明过每个实系数或复系
数ｎ次多项式方程至少有一个根，但是该证明并
没有指出怎样计算这个根．相对于康托尔的证明，
刘维尔的方法则算是构造性的了，他实际地构造
出一个对象并给予证明．２０世纪早期的一些数学
家，如鲍莱尔、贝尔和勒贝格认为纯粹的存在性证
明是没有价值的，存在性证明应使数学家们能按
想要达到的精度来计算存在量，他们称这样的证
明为构造性证明．无论如何，存在性和构造性证明
都是数学中常用的方法．一般情况下，我们考虑具
体的对象比抽象的对象要容易得多，在数学中，有
时却恰恰相反，证明某个具体的数是超越数，远比
非构造性地证明超越数的存在更为困难和复杂．
１９世纪超越数论取得的最高成就是林德曼 — 魏
尔斯特拉斯定理：如果α１，α２，…，αｎ是两两不同的
代数数；β１，β２，…，βｎ 是非零代数数，则

β１ｅα１＋β２ｅα２＋…＋βｎｅαｎ ≠０ （３）
由此可以导出，如果α１，α２，…，αｎ在无理数集中线
性无关，则ｅα１，ｅα２，…，ｅαｎ 代数无关（即它们不适
合任一其系数为有理数的多项式方程）．由（３）可
知，如果α是非零代数数，则ｓｉｎα，ｃｏｓα，ｔａｎα都是
超越数；如果α是不等于０和１的代数数，则自然
对数ｌｎα是超越数．

时至今日，要判断一个数是否为超越数依然

很困难．希尔伯特１９００年在巴黎国际数学家大会
上所作的关于“数学问题”的著名演讲中，就提到
了某些数的无理性与超越性问题（第７问题）．他
说道：

埃尔米特关于指数函数的算术定律和林德曼对它们

的推广，肯定会受到各代数学家们的赞赏．这就立刻提出

了这样的任务：沿着已经开辟的途径深入前进，正如霍尔

维茨在两篇有意义的论文《论某些超越数的算术性质》中

所做的那样．因此，我想概要地提出一类问题，按照我的

看法，是应当马上就着手解决的．某些在分析中很重要的

特殊的超越函数，对某些代数变数取代数值，这个事实在

我看来是特别令人注意和值得深入研究的．的确，一般说

来，我们希望超越函数即使对代数变数也将取超越值；大

家已经知道，存在着一类整超越函数，它们甚至对所有代

数变数都取代数值，虽然如此，我们仍然认为，有一种超

越函数，例如指数函数ｅｉｘｚ，它对一切有理变数ｚ显然取代

数值，另一方面却很可能对变数ｚ的无理代数值恒取超越

值．我们也可以给这命题以如下的几何形式：

如果在一等腰三角形中，底角与顶角之比是代数数

但非有理数，则底与腰之比恒为超越数．
虽然这个命题很简单并且与埃尔米特和林德曼已经

解决的问题有相似之处，但我认为这定理的证明是非常

困难的；下述命题的证明也是如此：

对于代数底数α和无理代数指数β，表达式αβ，例如

２槡２ 或ｅπ ＝ｉ－２ｉ，表示一超越数或至少是一无理数．
毫无疑问，这个问题以及类似问题的解决，对于探讨

特殊的无理数和超越数的性质，必定会带来新的方法和

新的见解．［４］

俄国数学家А．О．盖尔丰德于１９２９年证明
了：若α是不等于０和１的代数数，β是二次复代数
数，则αβ 是超越数，特别地，ｅπ ＝ （－１）－ｉ是超越
数．库兹明于１９３０年把这个结果推广到β是二次
实代数数的情形，则２槡２ 是超越数．１９３４年，盖尔
丰德和施奈德独立地对希尔伯特第７问题作出了
肯定回答，即对于代数底数α和无理代数指数β，
表达式αβ是超越数，这就是著名的盖尔丰德—施
奈德定理．由此可知，若α是正有理数，则常用对
数ｌｇα不是有理数便是超越数（假设ｌｇα为代数无
理数，则１０ｌｇα 为超越数，根据对数恒等式１０Ｉｇα ＝
α，与已知前提α为正有理数矛盾）．除了上述结果
外，我们还可以证明：

ｓｉｎ１，ｌｏｇ２，ｌｏｇ３ｌｏｇ２
是超越数．但至今无人知道ππ，ｅ＋π是代数数或
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超越数，而判别实数为有理数或为无理数的有些
问题也同样是难题．欧拉常数：

ｒ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
（１＋１２＋

…＋１ｎ－ｌｎｎ
）

是有理数还是无理数？如果是无理数，则它是代
数数，还是超越数？这一问题至今尚未解决．

３　三大几何难题的终结———尺规作图的代数学解析

超越数与代数数理论的建立，彻底解决了困
扰数学家两千多年的倍立方、三等分角和化圆为
方这三大尺规作图难题，现在我们知道它们是一
类“不可能”问题．关于尺规作图问题，代数学的研
究表明：用直尺和圆规可以作出的线段，其长度
只能是一次代数数，２次代数数，４次代数数，……
一般地，是２ｎ 次代数数（ｎ为非负整数）．所谓“倍

立方体”的问题，实质上就是要作一长度等于３
槡２

的线段．数学家已经证明
３
槡２是三次代数数，而非

二次代数数，因为３
槡２不是任何一个二次整系数方

程的根，所以这是一个尺规作图的不可能问题．
虽然用尺规三等分４５°，９０°等特殊角是可能

的，但所谓“三等分角”的问题，是指用尺规三等
分一个任意角．因此只要指出存在一个不能用尺
规三等分的角，即可得到否定的结论．例如，三等
分一个６０°的角，与其等价的代数命题是考虑如
何求出ｃｏｓ２０°的值．将ｘ＝２０°代入三角恒等式
ｃｏｓ３ｘ＝４ｃｏｓ３　ｘ－３ｃｏｓｘ，得

４ｃｏｓ３２０°－３ｃｏｓ２０°－１２ ＝０
，

令ｙ＝ｃｏｓ２０°，得三次方程
８ｙ３－６ｙ－１＝０．

方程的一个正实根即为ｃｏｓ２０°，但是可以证明该
值不满足任何一个一次或二次整系数代数方程，
因此ｃｏｓ２０°是一个三次代数数，故不能用尺规作
出６０°的三等分角．

化圆为方的问题和其他两个问题不同之处在
于，它完全不能用代数公式来表达．π的超越性的
证明，终于使人们明白了“化圆为方”是不可能
的．事实上，设圆的半径为１，则圆面积为π，于是
化圆为方问题就相当于求作一线段ｌ，使它的长度

等于槡π．因为π为超越数，所以槡π也是超越数．用
尺规只能作出２ｎ 次代数数，化圆为方也是不可
能的．

所谓的“三大几何难题”，其困难之处并不在
于问题本身，一切障碍都源于对作图工具严格限
制的古典传统，希腊人对于几何作图问题只允许
使用直尺和圆规．一旦除去限制，不可能性就消失
了，如果放宽作图工具的限制，三大几何难题都是
可以解决的．例如古希腊数学家、天文学家希波克
拉图首先将倍立方问题归结为求两条已知线段的
比例中项问题．设两条已知线段为ａ与２ａ，其比例
中项为ｘ，ｙ，即ａ∶ｘ＝ｘ∶ｙ＝ｙ∶２ａ，则有ｘ３＝

２ａ３或ｙ３＝２ｘ３．许多希腊数学家沿着这一方向解
决了倍立方问题．例如毕达哥拉斯学派的阿尔希
塔斯用圆柱、圆环和圆锥曲面相交的方法求出任
意两条线段的比例中项；门奈赫莫斯利用圆锥截
线求出比例中项；尼科米迪斯利用蚌线求解等等．
其中较为简便实用的方法是用直角尺求得比例中
项，后人称之为柏拉图方法．倍立方体问题的研究
促进了圆锥曲线理论的建立和发展．

对于化圆为方的问题，同样有过多种解决办
法，希皮亚斯曾经构造割圆曲线解决三等分角的
问题，后来发现也能用于化圆为方；阿基米得采用
穷竭法以及用螺线的性质化圆为方等等．其中较
为巧妙的方法是文艺复兴时期的著名学者达·芬
奇设计的：用一个底与已知圆相等、高为已知圆半
径之半的圆柱在平面上滚动一周，然后将所得矩
形化为等积的正方形即可．

希皮亚斯构造的割圆曲线不仅可以三等分
角，而且可以任意等分角．尼科米迪斯发现的蚌线
也能解决三等分角问题．阿基米得利用只有一点
标记的直尺和圆规，巧妙地解决了这一问题．此
外，帕波斯曾对两种圆锥曲线解三等分角问题的
方法做了证明，并推广了已有的结果．还有许多数
学家从实用角度出发创立了一些近似作图法，而
且可以求到任意精确值．三等分角问题表述简单
但道理深邃，对它的深入研究导致许多作图方法
的发现和作图工具的发明．

可见，对几何作图的“可能”与“不可能”这两
个术语并无绝对的意义，“不可能性”是某种限制
所产生的结果，如果所有的作图工具都像圆规、直
尺一样被承认，那么所谓“不可解”问题与“可解”

的问题之间的界限必将消失在“一切问题”的领域
之中．
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发现超越数之后，数学家们最终明白了它的
范围和种类都比无理数丰富得多，更让人惊奇的
是像π以及ｅ这样重要的基本常数竟然是超越
数！耗费了几十代数学家心血才发展起来的强大
的代数方法，在超越数面前，也如同两千年前有理
算术遭遇到无理数一样无能为力．丹齐克指出：
“代数和有理算术一样，只处理有限算法．”对此，
他说道：

古往今来，把数建立在比较稳固的基础上的希望，都

被无限这块暗礁所触毁．但是，要正式认可无限算法，要

承认这种奇特的无理怪物和有理数处于同等地位，对于

十九世纪的严格派来说，正如对于古希腊的严格派一样，

都是一件使人讨厌的事．［５］

在毕达哥拉斯学派“万物皆数”之信条因无理
数的发现而被摧毁之后，代数学家企图再一次用
数来穷尽天下万物的努力，随着超越数的出现又
遭到了挫折，用欧拉的话来说，它们“超越了代数
方法的能力之外”．
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